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Metodeudvikling inden for dynamisk efficiensmaling
Estimering af og statistiske test for variabelspecifikke zendringer af estimeret best practice

1. Introduktion

| konkurrencebarometeranalysen udfgrt af IFRO i 2015 (Asmild et al, 2015) anvendtes Data Envelopment
Analysis (DEA) metoden til at give relative efficiensscorer for landbrugsbedrifterne i de forskellige lande ift.
den estimerede rand for best practice i deres egne lande. Disse scorer blev fortolket som udtryk for
driftslederegenskaber (managerial efficiency), dvs. hvor gode bedrifterne var til at udnytte produktions-
mulighederne i det pageeldende land. Desuden blev der beregnet scorer for forskellene mellem de
estimerede rande for best practice i de forskellige lande (global frontier difference/program efficiency), som
blev fortolket som forskelle i produktionsmuligheder eller rammevilkar landene imellem. Analyserne blev
udfgrt for hvert af arene 2004-2012.

Som uddybning af ovenstaende analyser er det relevant at kigge nsermere pa, hvordan den estimerede best
practice udvikler sig over tid. Eksisterende metoder kan kun give enten overordnede mal for forskellen
mellem to rande eller ogsa udtrykke en enkelt observations vurderede forskel mellem de to rande. Af saerlig
relevans for analyserne af forskelle i landbrugets konkurrencevene mellem de europaiske lande er metoder,
der kan 1) give estimater for bevaegelserne af randene over tid, hvor det isaer er interessant at kunne vurdere,
om randene bevager sig lige meget i forskellige dimensioner! og 2) teste om der er statistisk signifikante
bevaegelser af randende over tid og/eller statistisk signifikante forskelle p& bevaegelserne i forskellige
dimensioner.

For hver observation defineres mal for forskellen mellem randene for to forskellige ar i hver af de
dimensioner, der indgar i analysen. Dette giver en flerdimensional vektor med dimensionsspecifikke
randforskelle. Kombineres vektorerne for alle observationerne, fas en flerdimensional fordeling for de
dimensionsspecifikke randforskelle. Ved at estimere relevante parametre i denne ukendte fordeling vil
dimensionerne kunne sammenlignes, saledes at man med en rimelig statistisk sikkerhed ville kunne afggre
om forbedringer i produktionsmuligheder i hgjere grad er sket pa én produktionsfaktor end pa end anden.
Men for formelt at kunne teste, om der er signifikante forskelle pa aendringerne i de forskellige dimensioner,
kreever det undersggelser af disse ukendte flerdimensionale statistiske fordelinger og derefter valg af
passende statistiske tests, der kan bruges til at undersgge forskelle i lokationerne (typisk middelvaerdierne) i
disse fordelinger. Udviklingen af sadanne mal og tilhgrende tests g@r det muligt at fastsla med statistisk
sikkerhed, om der er sket signifikante @ndringer i produktionsmulighederne over tid, samt om der er sket
stgrre andringer over tid pa nogle produktionsfaktorer end pa andre.

2. Metode

2.1. Beregning af dimensionsspecifikke frontier shifts

Betragt et st af sammenlignelige observationer (f.eks. bedrifter af en bestemt type) observeret i T tids
perioder (t = 1, ..., T). Antallet af observationer i en given tidsperiode er N, og n' indikerer en given

observation i tidsperiode t (n=1, ..., N'). Alle observationerne bruger / forskellige inputs X}lt(i =1,..,Dtil

1 Her taenkes pa, om forbedringer i produktionsmulighederne over tid overvejende sker i en produktionsfaktor (f.eks.
arbejdskraft) i forhold til en anden produktionsfaktor (f.eks. kapital)



at producere J forskellige outputs y]-"t(j =1,...,]). Det antages, at der produceres under konstant
skalaafkast, som oftest er det mest relevante for analyser af f.eks. konkurrenceevne, da alle observationer
dermed bliver sammenlignet med de observationer, der udover at vaere efficiente, ogsa opererer pa den
optimale skala, og man dermed ikke i efficiensanalysen tilgiver (ignorerer) den inefficiens, der stammer fra,
at observationer opererer pa en stgrrelse, der er enten over eller under den optimale.

For at analysere bevaegelsen af randen mellem tidsperiode t’ og tidsperiode t” findes fgrst de variabel-
specifikke efficiensscorer i hver (her) outputdimension i forhold til observationernes egen rand (randen for
den tidsperiode som observationen tilhgrer). Disse beregnes for observation 0 i en periode t’, (xot’,yot’) €
R! x R/, ved for hver af de J outputs (j= 1, ..., J) en ad gangen at Igse det fplgende lineaere programmerings
(LP) problem:

e*(t’)?” =1/maxyq, ¢

s.t.
YU A < X0 iz,

z:Ntl ,1" Tl 2 (py;)tl

N 1/1"3/_ >y (1)
A" >0,

t
hvor notationen (—j) indikerer alle de andre output dimensioner pa nzer output j. Efficiensscoren e*(t’)? =

[0; 1] indikerer, hvor stor en andel af den efficiente outputmaengde der produceres, sdledes at en score pa
f.eks. 0,8 indikerer, at observationen kun producerer 80% af den maengde af det pageeldende output, som
den burde kunne producere, og dermed som den skal producere for at blive efficient.

Derefter defineres den sakaldte biennale (toarige) rand, som er den rand, der udspaender (indhyller) alle
observationerne fra de to tidsperioder t’ og t” (se Pastor, Asmild og Lovell, 2011). Hver observations relative
afstand til den biennale rand males her separat i hver outputdimension. Dette er en anden fremgangsmade
end i de tidligere analyser af forskelle mellem rande i den akademiske litteratur, som generelt giver et samlet
overordnet mal for forskellene mellem randen og ikke dimensionsspecifikke mal.?2 Dette giver de
variabelspecifikke biennale efficiensscorer, som for observation 0 i en periode t/, (xot’,yot') € RI xR/
beregnes ved for hver af de J outputs (j =1, ..., J) en ad gangen at Igse det fglgende (LP) problem:

e*(t'u t")?t’ = 1/maxyq, ¢

s.t.
WMD) Jman™ < 20 =1,

ZELNtle )ﬂnyntwt" > (py})u

R LA 2)

At >0,

hvor notationen (—j) igen indikerer alle de andre output dimensioner pa nzer output j, og t'Ut” indikerer
feellesmaengden mellem t' og t”, dvs. meengden af observationer der tilhgrer enten tidsperiode t’ eller
tidsperiode t”.

2 En enkelt undtagelse kan findes i Asmild, Balenzentis og Hougaard (2016), der ved at kombinere sdkaldt MEA med et
Malmquist index indirekte far variabelspecifikke komponenter af Malmquist indexet.



Det skal her bemaerkes, at brugen af den biennale rand sikrer, at de variabelspecifikke efficiensscorer malt i
forhold til en anden rand end den, der alene er udspaendt af observationer fra samme tidsperiode, er
veldefinerede. Dette er ikke tilfaeldet, hvis vi f.eks. forsgger at male variabelspecifikke efficiensscorer for en
observation fra t’, men malt i forhold til randen for t”, hvilket bl.a. er et problem ved fremgangsmaden i
Asmild, Balezentis og Haugaard (2016).

Dernaest beregnes variabelspecifikke sakaldte best practice gaps (BPG) for hver observation, som er forholdet
mellem observationens relative afstand i en given dimension til randen, den biennale rand og randen for
observationens egen tidsperiode (t'), dvs. forholdet mellem den variabelspecifikke biennale efficiensscore og
den variabelspecifikke efficiensscore. Stgrrelsen af dette mal indikerer, hvor meget den biennale rand er
bedre end t’-randen i den pagaeldende dimension, og har BPG-malet sin stgrst mulige veerdi pa 1, betyder
det, at der er sammenfald mellem t’-randen og den biennale rand.

Formelt beregnes BPG-maélet for (xou,you) € R! x R/ for hver output dimension (j = 1, ...,]) som:

e*(t’ut")j?u 3)
et

! n Ot’ _
BPG(t' U )" =

Og endelig beregnes forskellen mellem t’-randen og t”-randen i en given dimension j, dvs. det dimensions-

specifikke sakaldte frontier shift, for observation 0, der i periode t’ er givet ved (xot', yot') og i periode t” er

givet ved (xot",yot"), som:

Y BPG(t'ut"0"
FS(t', )9 = ———1 (4)

BPG(t’Ut")j



lllustrationer i 2 dimensioner (2 outputs med samme input), 3 observationer (A, B og C) og 2 tidsperioder
(tid1 og tid2)

Eksempel 1:

| det fgrste eksempel er der generelt produktivitetsforbedring fra tid1 til tid2 (observationerne A og B
forbedrer sig i begge dimensioner, og observation C forbliver uaendret), hvilket medfgrer, at den biennale
rand er lig med tid2-randen i dette tilfaelde.

Output2
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Figur 1: lllustration (2 outputs, samme input) af eksempel 1 hvor der er generel produktivitetsforbedring

Fgrst beregnes de variabelspecifikke efficiensscorer i hver outputdimension i forhold til observationernes
egen rand ved brug af formel 1:

For tid1-observationerne ift. tid1-randen:
1
e (thf” =1
1
e*(tH)B" =0,25
1
e (tHf =1
et (th4" =1
2
* el Bt1 —
e*(t?); =0,33

srp1nCt
e*(th); =1



Og for tid2-observationerne ift. tid2-randen:
2
e*(t2)4" =1
2
e*(t2)B" =05
¥4 2 C"L2
e’(t?); =1
2
e*(t2)4 =1
2
e*(t2)8" =05
2
AGIEES!
Sa beregnes de variabelspecifikke efficiensscorer for bade tid1- og tid2-observationerne ift. den biennale
rand vha. formel 2:
e*(t1 U t2)A" =033
1 ]
e*(t1 U t2)B" = 0,25
1 - Yy
e*(tt Ut =1
¢ =
e*(t1 U t2)A" = 0,75
2 - Y,
e*(t1 U t2)8" = 0,25
2 - Y

1
er(ttutd)§ =1

2
e*(ttut2)d” =1
srpl () p24BE _
e (tLUt?)B =05
2
e*(ttut?)” =1
2
e*(ttut2)d” =1
srpl () p24BE _
e (ttUt?)E” =05

2
er(ttutd)s =1



Tabel 1: Efficiensscorerne i eksempel 1

e(tl); | e(tl)z | e(t2): | e(t2): | e(t1Ut2): | e(t1Ut2),
At |1 1 0,33 0,75
B [ 0,25 | 0,33 0,25 0,25
ct |1 1 1 1
A 1 1 1 1
Bt 0,5 0,5 0,5 0,5
cv 1 1 1 1

Dernaest beregnes BPG-malene vha. formel 3:

Tabel 2: BPG-malene i eksempel 1

BPG(t1Ut2); | BPG(t1Ut2),
A" | 0,33/1=0,33 | 0,75/1=0,75
B | 0,25/0,25=1 | 0,25/0,33=0,75

ct | 1/1=1 1/1=1
A | 1/1=1 1/1=1
B | 0,5/0,5=1 0,5/0,5=1
c? | 1/1=1 1/1=1

Og endelig beregnes frontier shifts vha. formel 4:

Tabel 3: Frontier shiftene i eksempel 1

FS(t1,t2): | FS(t1,t2)2

A |1/0,33=3 1/0,75=1,33
1/1=1 1/0.75=1,33
c |1/1=1 1/1=1

lve)

Sa fra observation A’s synspunkt har randen fra tid1 til tid2 forbedret sig med en faktor 3 i outputl-retningen.
Dette fremkommer ved, at observation Ai t1 er efficient (pa t1-randen) med en produktion af 1 enhed af det
forste output og 3 enheder af det andet output. Men for at vaere efficient ift. den biennale rand skal A"
producere 3 enheder af det fgrste output sammen med de 3 enheder af det andet output og dermed tredoble

produktionen af det fgrste output, hvilket reflekteres i, at BPG(t1 U t2)‘1“t1 = 0,33. Sa t1-randen har kun en
tredjedel af den produktion af output1, som den biennale rand har, ud fra A®’s placering, hvilket er det, BPG-

malet indikerer. Laver man samme overvejelser for observation A i t2, fas BPG(t1 U t2)‘1"t2 = 1, hvilket viser
at A%s egen rand er sammenfaldende med den biennale rande Da formalet er at sammenligne t1-randen
med t2-randen snarere end de sammenligninger med den biennale rand, der er reflekteret i BPG-malene,
”divideres den biennale rand ud” ved at for observation A at dividere BPG-malet for A% med BPG-malet for
A, hvilket giver frontier shift-malet, der udtrykker, hvor meget randen for t2 er bedre end randen for t1 fra
observation A’s synspunkt. Her er FS(t1 U t2)# = 3, hvilket indikerer, at tid2-randen er ”3 gange s god”
som tl-randen i outputl-retningen (dimensionen) fra observation A’s synspunkt. Tilsvarende er



FS(t1 U t2)‘2‘1 = 1,33, hvilket indikerer, at tid2-randen er "en tredjedel bedre” end tl-randen i output2-
retningen (dimensionen) fra observation A’s synspunkt.3

Observation B mener ikke, at randen har flyttet sig i outputl-retningen, da FS(t1 U tZ)f = 1, hvilket Figur 1
ogsa viser er korrekt for bade B og B*, da randen for t1 og randen for t2 er sammenfaldende "til hgjre” for
bade B' og B™. Til gengaeld oplever observation B, at randen har forbedret sig med 33% i output2-retningen,
daFS(t1uUt2)5 =1,33.%

Observation C ligger bade pa egen rand og pa den biennale rande i begge tidsperioder og har dermed ikke
noget BPG i nogen af dimensionerne i nogen af tidsperioderne og dermed heller ikke noget frontier shift
(FS(t1 U t2)§ = FS(t1u t2)§ = 1).

Nar randene er nestede (den ene fuldstaendigt indeholdt i den anden) som i dette eksempel, bliver det i
praksis kun den tidsperiode, der har BPG-mal, som er forskellige fra 1, der kommer til at bestemme de
samlede stgrrelser af frontier shiftene. | det naeste eksempel betragtes derfor et tilfaelde, hvor randene for
t1 og t2 krydser hinanden.

Eksempel 2:

| dette tilfaelde er der produktivitetsforbedringer i output2-retningen (observation A og C gger produktionen
af output2, og for observation B er produktionen af output2 usendret), hvorimod produktionen af outputl
reduceres for observation B, hvilket medfgrer, at randene for tid1 og tid2 krydser hinanden. Dermed er den
biennale rand i Figur 2 nedenfor udspaendt af observationerne A2 og B1.

Output2
A2

4
¢ "Tid1"

) Bl "Tid2"

B2
1 4
Cc1
0
0 1 2 3 4 Outputl

Figur 2: lllustration (2 outputs, samme input) af eksempel 1 hvor randene krydser hinanden

3 Bemeerk, at (de dimensionsspecifikke) frontier shifts for observation A er en ”faelles betragtning” for A og A®2. Men
da A% i dette tilfeelde ligger pa den biennale rand, er det kun A ’s vurdering af randforskellen, der kommer til at tzelle,
da A% ikke kan se en forskel p egen rand og den biennale rand, der kan indga i betragtningen.

“41gen er det her kun B, der kommer til at afggre de samlede frontier shifts for observation B, da tid2-randen er den

samme som den biennale rand (og dermed er der ikke noget BPG for B (altsd BPG(t1 U t2)‘{’t2 =1)).



Tabel 4: Efficiensscorerne i eksempel 2

e(tl); | e(tl)z | e(t2): | e(t2): | e(t1Ut2): | e(t1Ut2),
At |1 1 0,33 0,75
B! |1 1 1 1
ct 0,25 |0,33 0,25 0,25
A 1 1 1 1
Bt 1 1 0,75 0,67
cv 0,8 0,75 | 0,67 0,75

Tabel 5: BPG-malene i eksempel 2

BPG(t1Ut2); | BPG(t1Ut2),
A" | 0,33/1=0,33 0,75/1=0,75

B [ 1/1=1 1/1=1
c | 0,25/0,25=1 | 0,25/0,33=0,75
A2 | 1/1=1 1/1=1

B | 0,75/1=0,75 0,67/1=0,67
c? | 0,67/0,8=0,83 | 0,75/0,75=1

Tabel 6: Frontier shiftene i eksempel 2

FS(t1,t2)1 FS(t1,t2),

A | 1/0,33=3 1/0,75=1,33
0,75/1=0,75 | 0,67/1=0,67
C |0,83/1=0,83 | 1/0,75=1,33

o)

Her vi kan se, at fra observation A’s synspunkt er tid2-randen bedre end tid1l-randen i begge dimensioner.
Derimod er tid2-randen darligere end tidl-randen i begge dimensioner fra observation B’s synspunkt. Og
endelig sd geelder det fra observation C’s synspunkt, at tid2-randen er bedre end tid1l-randen i output2-
dimensionen, men darligere i outputl-dimensionen.

2.2. Statistiske fordelinger af de dimensionsspecifikke frontier shifts

Beregningerne af de dimensionsspecifikke frontier shifts i foregdende afsnit er specifikke for hver
observation. Men for at kunne komme med overordnede konklusioner omkring de generelle frontier shifts,
og hvorvidt disse er statistisk signifikante, skal vi kunne vurdere fordelingerne af frontier shiftene hen over
alle observationerne. Da disse fordelinger ikke er kendte, estimeres de i et konkret eksempel, der udggres af
et stort datasaet for amerikanske banker observeret i hvert af 20 ar fra 1994 til 2013. | dette datasaet beregnes
de dimensionsspecifikke frontier shifts i hver af 3 outputdimensioner (i en outputorienteret efficiensanalyse
der ogsa har 3 inputdimensioner) for hver af 174-422 banker (som der er data for, og som opererer i hver af
de to tidsperioder, der bliver analyseret) for hvert af de 19 arlige skift: 1994-1995, 1995-1996, ..., 2012-2013.

F@rst kan vi plotte fordelingerne af hver af de dimensionsspecifikke frontier shifts, her for skiftet fra 2012 til
2013 (de tilsvarende histogrammer for 1994-1995, 1995-1996, ..., 2011-2012 kan ses i appendiks 1).
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Figur 3: Histogrammer over fordelingerne af de tre dimensionsspecifikke frontier shift mellem 2012 og 2013 (se
appendiks 1 for de gvrige ar)

Bemazerk, at observationer med et frontier shift > 10 er udeladt af plottene af hensyn til skaleringen (men inklusion af
disse gor fordelingerne endnu mindre normalfordelte)

Det bemaerkes ud fra histogrammerne, at frontier shiftene generelt ikke er normalfordelte. Dette kan ogsa
testes formelt ved hjzelp af for eksempel den sakaldte Jarque-Bera test, der for ovenstaende eksempel giver
felgende resultat:

Jarque-Bera test for normality

data: [11$B_FS di.1
JB = 1554.7, p-value < 2.2e-16

> jb.norm.test(11$B_FS d2.1)
Jarque-Bera test for normality

data: [11$B_FS d2.1
JB = 57274, p-value < 2.2e-16

> jb.norm.test(11$B_FS d3.1)
Jarque-Bera test for normality

data: [11$B FS d3.1
JB = 2966.4, p-value < 2.2e-16



Vi ser for alle 3 dimensioner, at p-vaerdien er meget lille (og klart mindre end det typiske signifikansniveau
pa 5 %), hvilket betyder, at vi kan afvise, at FS-fordelingerne er normalfordelte. De tilsvarende tests for de
andre tidsperioder kan ogsa ses i appendiks 1. Dette betyder, at man i hvert fald ikke generelt kan antage, at
frontier shifts er normalfordelte, omend de selvfglgelig godt kan veere det i enkelte specielle tilfeelde. Og som
en konsekvens af den manglende normalfordeling kan de mest almindelige statistiske tests, som f.eks. t-
tests, ikke uden videre bruges til at analysere, om der er signifikante frontier shift.

Det bgr i forbindelse med ovenstaende bemazerkes, at frontier shiftene i de tre dimensioner ikke er
uafhaengige variable. Dette skyldes, at hver observation far er vaerdi for hver af de tre dimensionsspecifikke
frontier shifts, og at der vil vaere en generel tendens til en positiv korrelation mellem frontier shiftene i de
forskellige dimensioner, saledes at hvis f.eks. t2-randen er placeret langt bedre end tl1-randen, sa vil der
generelt veere store frontier shifts i alle tre dimensioner. Derfor kan man argumentere for, at frontier shiftene
ikke er uafhaengige variable, hvilket der skal tages hgjde for i statistiske tests, der sammenligner
dimensionerne. Traditionelt vil man i sadanne tilfaelde bruge sakaldte paired tests for at sammenligne
variablene, for eksempel paired t-tests til at sammenligne variablene parvist. Men disse tests kraever, at
forskellene mellem frontier shiftene i de to dimensioner, der sammenlignes, er normalfordelte. Derfor
undersgges i det fglgende, om dette kan antages at veere tilfeldet i det analyserede datasaet (ud fra
argumentet om at hvis det ikke er tilfeldet i det datasaet, kan det ikke antages at vaere generelt gyldigt).

2012 vs 2013
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Figur 4: Histogrammer over de parvise absolutte forskelle mellem frontier shiftene i de forskellige dimensioner for
skiftet 2012-2013 (de andre ar er vist i appendiks 2).

Bemazerk, at observationer med et frontier shift > 10 er udeladt af plottene af hensyn til skaleringen (men inklusion af
disse gor fordelingerne endnu mindre normalfordelte).
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Igen ser vi ud fra histogrammerne, at de parvise forskelle mellem frontier shiftene i de forskellige
dimensioner i dette tilfelde ikke fglger en normalfordeling, hvilket bekraeftes af f.eks. Jarque-Bera tests (for
de andre ar se appendiks 2):

> jb.norm.test(adiffl_2)
Jarque-Bera test for normality

data: adiffl_2
JB = 43492, p-value < 2.2e-16

> jb.norm.test(adiffl_3)
Jarque-Bera test for normality

data: adiffl_3
JB = 3718.5, p-value < 2.2e-16

> jb.norm.test(adiff2_3)
Jarque-Bera test for normality

data: adiff2_ 3
JB = 2153.2, p-value < 2.2e-16

Bemaerk endelig, at det ogsa vil veere muligt at formulere modeller, der betragter de relative forskelle mellem
frontier shiftene (i stedet for de absolutte forskelle ovenfor), men her ser vi ogsa, at forskellene ikke generelt
er normalfordelte (men kun i det specifikke tilfeelde for de relative forskelle mellem skiftet i dimension 2 og
skiftet i dimension 3) jf. eksempel for skiftet 2012-2013 illustreret nedenfor (med de andre ar vist i appendiks
3):
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Figur 5: Histogrammer over de parvise relative forskelle mellem frontier shiftene i de forskellige dimensioner for

skiftet 2012-2013.

Bemazerk, at observationer med et frontier shift > 10 er udeladt af plottene af hensyn til skaleringen (men inklusion af

disse ggr fordelingerne endnu mindre normalfordelte).

> jb.norm.test(rdiffl_2)
Jarque-Bera test for normality

data: rdiffl 2
JB = 17192, p-value < 2.2e-16

> jb.norm.test(rdiffl_3)
Jarque-Bera test for normality

data: rdiffl 3
JB = 258.7, p-value < 2.2e-16

> jb.norm._test(rdiff2_3)
Jarque-Bera test for normality

data: rdiff2_ 3
JB = 4532.4, p-value < 2.2e-16
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| stedet for at sammenligne frontier shiftene parvist ved at betragte forskellene mellem dem, men stadig
tage hgjde for afhangigheden mellem skiftene i de forskellige dimensioner, kan anvendes den sakaldte
Hotelling’s T2 test, som sammenligner en vektor af middelvaerdier fra en multi-dimensional (normal)
fordeling med en vektor af postulerede vardier. Specifikt ville det her vaere relevant at teste, om
middelvaerdierne er de samme i alle dimensionerne. Da denne test er baseret pa standard middelveerdier og
kovariansmatricer vil det veere meget fglsomt over for sdkaldte outliers og afvigelser fra normalfordelings-
antagelsen. Da vii det tidligere har set, at de individuelle frontier shifts i hver af dimensionerne ikke generelt
er normalfordelte, ved vi allerede uden at foretage yderligere tests, at frontier shiftene samlet set heller ikke
kan antages at fglge en (her) tredimensional normalfordeling.

Da det nu er konkluderet, at frontier shiftene i de enkelte dimensioner ikke generelt er normalfordelte (og
dermed fglger de heller ikke samlet set en multi-dimensional (her tredimensional) normalfordeling), og
desuden er hverken de absolutte eller relative parvise forskelle mellem shiftene i de forskellige dimensioner
generelt normalfordelte, defineres i det fglgende statistiske tests, der ikke er baseret pa denne antagelse.

2.3. Robust Hotelling’s T? test

Den robuste Hotelling’s T? test anvender robuste estimater af lokation og spredning baseret pa den sakaldte
Minimum Covariance Determinant (MCD) (se Willems at al, 2002).

For formelt at definere testen betragt fgrst de estimerede tredimensionale frontier shifts for observation n
FST

(n=1, .., N) mellem to specifikke tidsperioder, FS™ = | FS} | saledes, at FS = (FS%,...,FSN) er den
FS}

tredimensionale fordeling af frontier shiftene, hvori vi i fgrste omgang gnsker at teste, om middelvaerdierne

er ens (svarende til et ”parallelt” frontier shift hvor der er samme bevaegelse af randen i hver (her output)

dimension).

Anvendelsen af testen kraever jf. Willems et al (2002) fglgende skridt, hvor p er antallet af dimensioner i de
fordelinger, vi betragter, (sa her p=3):

1) MCD findes ved at vzelge den delmaengde bestaende af typisk 75% af de N observationer i FS, der har
den mindste determinant i sin kovariansmatrix, dvs. de 75% af observationerne der har mindst
spredning.

2) Envektor af middelvaerdier (T) og en kovariansmatrix (C) beregnes for disse 75% af observationerne.

3) Robuste afstandsmal for alle N observationer beregnes som d™ = \/(FS” —T)C-Y(FS™"—-T)

1, hvisd™ < q
. . n — ) .o _
4) Veaegte defineres for hver observation som w {0, hvis d" > ¢ hvor q er en specificeret cut-off
veerdi.
5) 0 bestemmes som den andel af de N observationer, der har en vaegt w™ = 0 og robust afstand d™ <
2q.

6) En sakaldt konsistensfaktor cs beregnes som ¢z = (1 — a)/FXsz (q3) hvor g5 = )(’21_5 (og FXzszer

den kumulative teethed for y2-fordelingen).
N Nngcn
7) Beregn den vaegtede middelveaerdi T' = Z"{,\}LWT som et robust estimat af lokationen af den
n=1

tredimensionale fordeling (idet outliers far veegten 0).
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¥N_ wr(Fsn-1")(Fsn-T")’
Tn=iwh
9) Beregn den robuste T? test stgrrelse, T2 = N(T' — w)'(C") (T’ — p), hvor p er middelvaerdi-
vektoren for alle N observationer.
10) Simulationsstudier har vist, at fordelingen af denne test-stgrrelse kan approksimeres med visse F-
fordelinger.

8) Beregn den vaegtede kovariansmatrix C' = csdy

11) For at teste om der er samme frontier shift i alle dimensioner, Ho: pi=po=ps ...

12) Huvis vi ikke kan forkaste nulhypotesen i det foregaende, kan det veere interessant ydermere at teste,
om der ikke er noget frontier shift i nogen af dimensionerne, dvs. Ho: pi=po=ps=1 ....

13) Hvis nulhypotesen i (11) forkastes, kan man efterfglgende teste, om der er samme frontier shift i
hvert par af dimensioner, her Ho1: pi=p, Ho: ti=pis 0g Hos: La=|i3

Empirisk illustration fortsat:

| dette afsnit illustreres anvendelsen af den robuste Hotelling T2 test pa det tidligere beskrevne datasaet for
amerikanske banker. Analyserne for frontier shiftet mellem 2012 og 2013 er vist i teksten, men tilsvarende
analyser er vist for alle skiftene 1994-1995, 1995-1996, ..., 2011-2012 (som kan ses i appendiks 4).

Beregningerne er foretaget i software programmet R ved anvendelse af pakken ‘rrcov’ og funktionen 'T2.test’
med option ‘'method="MCD" ’.
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Figur 6: Scatterplots af de parvise sammenligninger af frontier shiftene i de forskellige dimensioner for skiftet 2012-
2013.

Bemazerk, at observationer med et frontier shift > 10 er udeladt af plottene af hensyn til skaleringen.

| figur 6 ses f@rst scatterplots af frontier shiftene plottet parvist mod hinanden. Jo mere ens frontier shiftene
er i to af dimensionerne, jo teettere vil observationerne i det pagaeldende plot ligge pa den indtegnede 45
graders linje. | plottene ses tydeligt, at frontier shiftene i dimension 2 generelt er meget forskellige fra
skiftene i de to andre dimensioner, hvorimod skiftene i dimension 1 og dimension 3 er mere ens, da
punkterne i plottet gverst til hgjre overordnet set ligger ret teet pa 45 graders linjerne pa naer for omkring 10
punkter, der maske kan karakteriseres som outliers.

Den sidste kvadrant i figuren viser i fgrste linje det gennemsnitlige frontier shift i hver af dimensionerne for
alle 162 observationer, der optraeder i datasaettet for bade 2012 og 2013, og i tredje linje vises de veegtede
middelvardier T’. | den fjerde linje vises resultatet fra den robuste Hotelling T2 test for hypotesen om, at alle
tre middelvaerdier er ens (mu ens). Den tilhgrende p-vaerdi pa 0 forkaster klart denne hypotese, og vi
konkluderer, at frontier shiftene er forskellige i de forskellige dimensioner. Efter denne konklusion fglger det
0gsa automatisk, at hypotesen om, at alle tre middelveaerdier er lig med 1 (den tredje line, mu=1), vil blive
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forkastet. | sidste linje vises test-sandsynlighederne for de parvise (robuste) tests, der sammenligner
middelveaerdierne to ad gangen, og her ses det ogsa, at vi kan forkaste, at nogen af dem er ens. Der er altsa
stadig signifikante forskelle mellem frontier shiftene i dimension 1 og dimension 3 (men det er den
sammenligning med den klart stgrste vaerdi af test-stgrrelsen i dette tilfaelde).

Kigges der naermere pa elementerne i testene, illustreres fgrst, hvilken effekt det har at anvende robuste
estimater af lokation og spredning vha. MCD. Betragt fglgende plots fra funktionen ‘CovMcd’ i R-pakken

"rrcov’:
2 4 6 B 10 12
| ,:, | | | 1 | ,:, P
B_FS_d1 Iy
- I
L - T -
\ :i\b o ﬁ .:,D.aé o — 20
R S " L S i
ﬁ‘— T il - 1.0
12 4 B_FS d2 °
2 0.12 e
; ] (-0.034) N ﬁ ':"%',;F B o
2] L
B_FS_d3 [
0.87 -0.078 °
(0.46) (0.016) -
-2
| | | | | | | | | | |
10 15 20 25 30 35 2 4 B 3 10

Figur 7: lllustration af brugen af MCD til robust estimat af lokation og spredning for frontier shiftene i de forskellige
dimensioner for skiftet 2012-2013.

Histogrammerne i diagonalen af Figur 7 viser de endimensionale fordelinger af frontier shiftene i de tre
dimensioner, dvs. dem der ogsa er illustreret i Figur 3. | hvert af plottene i cellerne oven for diagonalen
illustrerer den bla ellipse den todimensionale fordeling af frontier shiftene baseret pa alle observationer.
Centrum af ellipsen angiver lokationen (middelvaerdi-vektoren), og leengden hhv. hgjden af ellipsen angiver
spredningen i hver af de to dimensioner. De rgde ellipser i plottene illustrerer derimod de robuste
todimensionale fordelinger, der vil blive estimeret ved brug af MCD. Hvis centrum i de to ellipser er meget
forskellige, indikerer det, at middelvaerdierne er meget pavirkede af outliers. Jo stgrre forskel der er pa
stgrrelserne af ellipserne (i enten hgjden eller bredden), desto mere vil estimaterne for spredningen
(kovariansmatricen) veere pavirket af outlierne. Sa overordnet set indikerer forskelle mellem de bla og de
rede ellipser, at det er hensigtsmaessigst at anvende en robust test som den foresldende robuste Hotelling T?
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test i stedet for at anvende tests, der er baseret pa antagelser om normalfordelte variable. | tilfeeldet
illustreret ovenfor observeres der store forskelle mellem de to ellipser.

Og endelig sa viser tallene i cellerne neden for diagonalen de parvise korrelationer mellem frontier shiftene
i to dimensioner ad gangen, dvs. i de sammenhaenge der ogsa er illustreret vha. scatterplottene i Figur 6. De
bla tal er korrelationerne baseret pa alle observationer, og de rgde tal er korrelationerne baseret pa den
vaegtning af observationerne, der sker ved brug af MCD (hvor outliers vaegtes med 0). Her ser vi, at den
hgjeste korrelation klart er mellem d1 og d3 svarende til den meget tydeligere lineaere sammenhang mellem
disse to frontier shifts i Figur 6 end for de andre parvise sammenligninger.

Til sammenligning er der konstrueret et tilfaelde med samme antal observationer (164) som ovenfor, men
hvor data er trukket fra en tredimensional normalfordeling. Her ser plottet ud som fglger:

3
* ]
) 0.92
D X )
7
- 2
1
0.81 0.73 ] [
(0:81) (0.73) Iy
- 2

Figur 8: lllustration af plots svarende til figur 7, men hvor observationerne kommer fra en tredimensional
normalfordeling

Det bemaerkes i Figur 8, at de rgde og de bla ellipser er ens, da data rent faktisk kommer fra en multi-
dimensional normalfordeling. Tilsvarende er korrelationerne ens, uanset om alle observationerne betragtes
eller kun de observationer, der ikke vil blive defineret som outliers i MCD (hvilket meget fa bliver, da data jo
er normalfordelt). Stgrrelsen af korrelationerne er defineret i simuleringen af datapunkterne.
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3. Konklusion

| afsnit 2.1. er foreslaet en metode, der kan anvendes til at estimere de variabelspecifikke frontier shifts, der
viser, hvor meget den estimerede best practice @ndrer sig over tid i hver outputdimension. Metoden kan
uden videre tilpasses til at estimere andringerne i input-dimensionerne eller til en kombination af
andringerne i bade input- og output-dimensionerne. | afsnit 2.2 vises, at disse andringer ikke generelt kan
antages at vaere normalfordelte, og derfor er der i afsnit 2.3 foreslaet en metode, der kan anvendes til at
teste, om a&ndringerne er signifikante og ogsa, om a&ndringerne er de samme i forskellige dimensioner.

Ved hjaelp af disse metoder vil det veere muligt formelt at analysere, om f.eks. en sndret regulering har
medfgrt signifikante forbedringer eller signifikante forveerringer af produktionsmulighederne. Derudover
kan det analyseres, om andringer har medfgrt, at det f.eks. er blevet muligt at reducere inputtet af
arbejdskraft mere, end det har varet muligt at reducere de variable omkostninger, dvs. hvilke
produktionsfaktorer aendringen overvejende har pavirket. Eller med andre ord om forbedringer i
produktionsmulighederne i hgjere grad er arbejdskraftsbesparende end ravarebesparende. Alternativt kan
tilsvarende problemstillinger analyseres for outputtet af produktionen, f.eks. om forbedringer i
produktionsmulighederne over tid for en malkeproducent i hgjere grad kommer fra mzelkeindtaegterne end
fra de gvrige indtaegter.
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Appendiks 1: Histogrammer og Jarque-Bera normalitetstest for alle frontier shifts 1994-2012.
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Appendiks 2: Histogrammer og Jarque-Bera normalitetstest for alle absolutte forskelle mellem
dimensionsspecifikke frontier shifts 1994-2012.
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Appendiks 3: Histogrammer og Jarque-Bera normalitetstest for alle relative forskelle mellem
dimensionsspecifikke frontier shifts 1994-2012.
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Resultater for den robuste Hotelling T? test for alle frontier shifts 1994-2012.
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